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Infrodugdo

O Reaqjustamento do Programa do Ensino Bdsico, homologado a 28 de Dezembro de 2007,
reforca que no 2° ciclo "o estudo da Geometria deve ter como base tarefas que proporcionem
oportunidades para observar, analisar, relacionar e construir figuras geométricas e de operar com
elas.”(p.36) A nivel dos conteldos o mesmo reajustamento reforca o estudo das isometrias, sugerindo
que desde o 1° ciclo no 3° e 4° ano se explorarem “frisos identificando simetrias, de translacdo, reflexdo,
reflexdo deslizante e rotacdo (meia-volta)” (p.22). Pretende este ajustamento que no 2° ciclo os alunos
identifiquem construam e compreendam as isometrias trabalhando as nocdes e propriedades
relacionadas com a reflexdo a rotacdo e a franslacdo assim como nos padrdes finitos do plano se
identifiquem simetrias axiais e rotacionais. (p.38). Deixa-se para o 3° Ciclo o estudo dos vectores. Neste
sentido durante esta sessdo pratica serdo desenvolvidas tarefas que envolvem as isometrias do plano
com auxilio do GeoGebra ferramenta interessante para o trabalho do professor e dos alunos.

Os padroes do plano no quotidiano

Partamos dos azulejos para alguns conceitos da geometria das transformacdes a trabalhar.

Os azulejos sdo uma aplicacdo visivel dos padrdes do plano no quotidiano. Estes foram
introduzidos na peninsula ibérica pelos povos muculmanos do norte de Africa. A palavra azulejo deriva
da palavra drabe que significa pequena pedra, de alguma forma.

Na azulejaria partimos de um azulejo ou médulo:
Justapondo vdrios azulejos em linha, na horizontal, podemos obter um friso

Se ao friso anterior acrescentdssemos vdrias linhas teriamos um padrdo plano

Considerando padrdes monocromdticos do plano ao todo existem dezassete possibilidades. A
classificacdo dos padrdes regulares do plano e do espaco foi realizada por Fedorov em 1891 na RUssia
quando este desenvolvia estudos de Cristalografia. E. S. Fedorov, estabeleceu a primeira prova rigorosa
da existéncia de grupos de simetria dos cristais no espaco tridimensional, num total de duzentos e frinta.
E a partir dos grupos de simetria no espaco, Fedorov demonstrou a existéncia de dezassete grupos de
simeftria periddicos no plano. Este resultado foi redescoberto por Fricke e Klein em 1897, e posteriormente
por Polya e Niggli em 1924. Um estudo mais completo sobre este assunto pode ser encontrado no
capitulo Xl da obra Transformation Geometry: an Intfroduction to Symmetry de George Martin.

A obtencdo de diferentes padrdes a partir do modulo € possivel através da composicdo de trés
isometrias: reflexdo, tfranslacdo e rotacdo.

Reflexdo de eixo vertical Translacdo de vector horizontal e Rotacdo de 180° ou meia-volta.
infensidade igal a dimensdo do azulejo.
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Como construir frisos e rosdceas a partir de um médulo
Iremos agora observar o caso dos frisos monocromdticos, uma vez que ao todo sdo sete.

Escolnemos um mddulo onde o branco foi substituido por outra cor para melhor leitura.
Se quiséssemos um friso com reflexdo vertical precisdvamos de duas pecas distintas:

a primeira, o médulo, e uma segunda
gue pode ser interpretada como sendo a reflexdo do maddulo, isto é, a peca de azulejo vista ao
espelho.

Assim, alternando uma e outra obtinhamos um friso com reflexdo vertical

Se tivéssemos uma peca que fosse a reflexdo horizontal do médulo:

Poderiamos obter um friso com reflexdo horizontal:

Se combinassemos uma reflexdo horizontal e vertical o friso seria:

Rodando o médulo em torno de um dos vértices Por outro lado, se observarmos o seguinte padrdo:

do azulejo poderiamos compor algo semelhante a

figura seguinte:

Observe-se que este padrdo se mantém igual se O padrdo anterior admite duas reflexées, uma
rodarmos o médulo ou pétala, 90°, 180°, 270° e vertical e outra horizontal e é invariante por uma
360°. O padrdo acima ndo admite reflexdes, deste rotacdo de 180° e 360°. Diz-se que padrdo tem
modo o padrdo mantém-se invariante apenas por simetria por rotagdo, de ordem 2, e admite
quatro rotacdes que constituem o grupo ciclico de  simetria por reflexdo.

ordem 4 designado por Cs4. Também podemos

dizer que é uma rosdcea de ordem quatro.
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Como construir um friso usando as ferramentas, ou modos, do GeoGebra.
/)\
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1. Abra o programa GeoGebra. 4"}

Selector: Clique na area de trabalho para

A . P o -2 3
R‘ ° / = (&) ‘4‘ o\ ‘ G especificar a posicao do selector

| Objectos livres a=2 Selector
i Objectos dependentes

2 Active a caixa para Exibir/Esconder objecto

AHC Inserir texto

?
as b Relagdo entre dois objectos

%) (o 1#) [ comando...

el

© (Entrada

2. Insira a imagem pé.png.
3. Recorrendo & ferramenta de criacdo de pontos, construa trés pontos de forma andloga a da figura

seguinte.

@

. . o (G Mover: Arraste um objecto
" Al M D @7 4 xi %8 P seleccionado (Eso)

[ Objectos livres
J A = (3.42,9.08)

C
= (6.5, 9.1 .
S C 631330 . ....

(3 Objectos dependentes

A B
° °

@ (CEntrada: ) | ] = 7#) [« [#) [ Comando... =)

4. Escolha a seta como ferramenta e faca duplo clique na imagem introduzida.
5. Na propriedade "Posi¢@o" indique os cantos 1, 2 e 3 da imagem, como sendo os pontos A, B e C,

respectivamente
Objectos ! Basico  Estilo - Posicdo | Avancado !
¥ Imagem
2 picl
v Ponto Canto 1: ﬁ
’A y
. Canto2: B I
s C : -
Canto4: C 'V]

6. Altere a imagem recorrendo aos pontos A, B e C de forma andloga d da apresentada na figura

seguinte.

A Y P o [&p Mover: Arraste um objecto @
“ ALY DO L x 24 P Sseleccionado Es0)

x

i Objectos livres
5 A= (3.66,11.26)
7 B = (3.68,9.88)
5 C=(53,1132)
(] Objectos dependentes

a

A
°

),

%00 @,

© (Entrada: C 4] (o 1%) [ Comando... =)

Com o botdo direito do rato, retire a seleccdo da opcdo "exibir objecto" para cada um dos pontos.

8. Guarde o ficheiro com o nome isometrias.ggb

7.
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9. Recorra a ferramenta < para definir dois pontos e uma recta que passe por eles.

| A
10. Em seguida recorra & ferramenta L=, Para reflectir a imagem na recta, deve clicar na imagem e
na recta que pretende usar como eixo de simeftria.

|
11. Recorra a ferramenta f para, a partir de dois pontos, definir um vector. Obtenha uma
representacdo semelhante a da figura seguinte:

| A . PN . Mover: Arraste um objecto @
ML (DO 4"., N . P seleccionado (Esc)

@ Objectos livres F u G
A= (3.66,11.26)
B = (3.68, 9.88)
C=(53,1132)
7 D=(49,1184)
9 E=(1152,11.84)
5 F = (7.36, 14.26)
7 G=(9.78,14.22)
i@ Objectos R
Jay=1184 a

) u=(242,-0.04)

@ (Entrada = o [« 8

Comando ... =)

. E g ~ . -
12. Recorra a ferramenta <~ . para fazer a translacdo das imagens segundo o vector definido no
ponto anterior. Clique nas imagens € no vector.

13. Altere a posicdo dos pontos que definem o vector e a recta par visualizar as modificacdes no friso.
14. Guarde o ficheiro com o nome pIml.ggb.
15. Abra o ficheiro guardado anteriormente isometrias.ggb.

16. Construa um ponto D junto d imagem.
&) (A28 (O (4] 7] 98 (] Semmenee o

@ Objectos livres
A = (3.66, 11.26)
B = (3.68, 9.88)
C=(53,1132)
5 D =(5.62,11.8)
(23 Objectos dependentes.

%go

@ ( Entrada : 7#) [« F4) [ Comando ... =]

17. Use a ferramenta para seleccionar o objecto e o centro da rotacdo. Em seguida, infroduza o
valor 180° como éngulo de rotacdo, no sentido anti-hordrio.

18. Em seguida defina um vector, a partir de dois pontos e faca a tfranslacdo das imagens anteriores.

19. Altere a posicdo do ponto D e dos pontos que definem o vector para visualizar as modificacdes no
friso.

Guarde o ficheiro com o nome p112.ggb
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Como readlizar frisos no GeoGebra, usando a linha de comandos.
As ferramentas, ou modos, que atrds foram usados podem traduzir-se em instrucdes que podem ser

dadas nas linhas de comandos:

A
e}

Marcar um ponto A.

A=(0,0)

/ Marcar um vector dados dois pontos, A e B.

v=vector[A,B]

Reflexdo relativa aumarectar.

C=reflexdolA,r]

° Reflexdo relativa a um ponto P.

D=reflexdol[A,P]

A partir do Motivo in greca.ggb

rrrrrrr

p111 - Invariante por translagdo

Sequéncia[Translacdo[Greca, i V], i, -5, 5]

=

=l

][]

p112 - Invariante por meia-volta e tfranslagao
GrecaRO=Reflexdo[Greca,O]
Sequéncia[Translacdo[Greca, i V], i, -5, 5]
Sequéncia[Translacdo[GrecaRO,i v], i, -5, 5]

El|[El][E
=

E
=l

p1m1 - Invariante por reflexdo paralela a direcgao
da franslagao

r=Recta[O, v]

GrecaRr=reflexdo[Greca,r]
Sequéncia[Translacdo[Greca,i V], i, -5, 5]
Sequéncia[Translacdo[GrecaRr,iv], i, -5, 5]

Gl =!

plal -invariante por translagao e reflexdo
deslizante

r=Recta[O, v]
GrecaRrv=Translacdo[reflexdo[Greca,r],v]
Sequéncia[Translacdo[Greca, 2i V], i, -5, 5]
Sequéncia[Translacdo[GrecaRrv, 2iv], i, -5, 5]

g EE =
=] |[=

[

Bl e | (@ [

] I |

]

=l
=2 @

pmm2 - Invariante por reflexdo paralela e
perpendicular a direcgdo da translagdo
r=Recta[O, v]

s=Perpendicular[O, V]
GrecaRr=reflexdo[Greca,r]
GrecaRv=reflexdo[Greca,s]
GrecaRrRv=reflexdo[GrecaRv,r]

{ Sequéncia[Transla¢cdo[Greca,i V], i, -5,
5],.Sequéncia[Translacdo[GrecaRr,iv], i, -5,
5],.Sequéncia[Translacdo[GrecaRv,i v], i, -5,
5],.Sequéncial[Translacdo[GrecaRrRV.i v], i, -5, 5]}

[l &)

[l &1

1= 1=

G]{|=!
=I5

6] [E

Gl =!

= |[E=

6] &

G| =!

pm11 - Invariante por reflexdo perpendicular a
direc¢do da translagao

s=Perpendicular[O, V]
GrecaRv=reflexdo[Greca,s]

{ Sequéncia[Transla¢cdo[Greca.,i V], i, -5, 5],
Sequéncia[Translacdo[GrecaRv.i v], i, -5, 5]}

=

(el 1550} |l [

el 5]

el 5]

pmal - Invariante por meia-volta e reflexdo
perpendicular a direcgdo da translagdo
s=Perpendicular[O, V]
GrecaRv=reflexdo[Greca,s]

GrecaMv= reflexdo[Greca,P]

GrecaMvRv= reflexdo[GrecaRv,P]

{ Sequéncia[Translagcdo[Greca,i V], i, -5,
5].Sequéncia[Translacdo[GrecaRy, i V], i, -5,
5].Sequéncia[Translacdo[GrecaMy, i v], i, -5,
5],Sequéncial[lranslacdo[GrecaMvRv,i v], i, -5, 51}

3]

=] [G

1 [

(7]

=] [G

1 [

E
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e preencha a seguinte tabela:

Friso Tem meia-volta? | Tem reflexdo deslizante? Tem reflexdo numa recta?
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Como construir uma rosdcea usando as ferramentas, ou modos, comandos e a janela de dlgebra do
GeoGebra.

Rosdceas com simetria de reflexdo

1.Abra o GeoGebra.
2.Insira a imagem cé_p.gif.
3.Insira dois pontos A e B.

4.Analogamente ao que foi feito na actividade anterior: Escolha a seta como ferramenta e faca duplo
cligue na imagem infroduzida.

5.Na propriedade "Posig@o" indique os cantos 1 e 4 da imagem, como sendo os pontos B e A,
respectivamente. )

A ) [ e ° Seleccione objecto
° /'/ A e\ 4" x s "}’ Clique no objecto para selecciona-lo

[ Objectos livres 600 Propriedades
I A=(-4,149) Ao Objectos

| Basico  Estilo ~ Posicao = Avancado !

J B =(-4,10) ¥ Imagem
(L] Objectos depenc ¢ » J picl
v Ponto Canto 1: B ~

J A
7B Canto 2: ']
Canto 4: ‘A ?
L .7 =
B
) <l»
_ /_Apagar Fechar
6. @®) ( Entrada: Bl
| |
7.Com a ferramenta “ trace arecta AB.

[ ol
o

8.Recorra & ferramenta para fazer uma rotacdo de 30° no sentido hordrio do ponto A em torno
de B, obtendo assim o ponto A'.

9.Construa arecta BA'

\ I
10.Use a ferramenta ' para fazer a reflexdo da imagem (pic1), tendo como eixo a recta BA'.

11.Repita os dois passos anteriores até concluir o motivo.

Questoes para reflexao:
O padrdo obtido poderd ser obtido apenas por rotagdo do médulo ¢ ?

Se pretender obter o padrdo com apenas uma reflexdo e rotagcées como devo proceder?
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1.Abra o GeoGebra.
2. Insira a imagem cé_p.gif .
3. Insira dois pontos A e B.

4.Analogamente ao que foi feito na actividade anterior: Escolha a seta como ferramenta e faca duplo
cligue na imagem infroduzida.

5.Na propriedade "Posi¢do" indique os cantos 1 e 4 da imagem, como sendo os pontos B e A,
respectivamente.

A * ~ o [ Qp» Seleccione objecto
o / L1 e @7 4‘ ‘o\A i '%'A Cligue no objecto para selecciona-lo
®eno

Propriedades

[ Objectos livres

I A=(-4,14 Ao Objectos [ Basico  Estilo ~ Posicao = Avancado |
J B =(-4,10) v Imagem
(1] Objectos depenc 4 J picl
¥ Ponto Canto 1: B ']
s A

2B Canto2: | 7]

Canto4: A v

) <>

— e ——
— |/ Apagar Fechar

@ ( Entrada:

||

6. Com a ferramenta “ frace arecta AB.

| \ |
7. Use a ferramenta “ para fazer a reflexdo da imagem (pic1), tendo como eixo arecta AB.

8. Altere o nome da imagem reflectida para pic2.

9. Intfroduza na barra de entrada o comando e=angulo[60°].
10. Repare que na janela de dlgebra passou a estar definido o dngulo ¥ % = 60°
11. Clique com o botdo direito do rato sobre o &dngulo definido e escolha a opcdo exibir objecto.

12. Infroduza em seguida na barra de enfrada o comando
pic3=rotagdo[pic1,a,B]
13.Proceda de forma andlogo as anteriores para construir a totalidade da jante.

A ° . - o Qp Mova os eixos \a) )
[%,, ° / 1 [ @ 4 ‘-\ s " coordenados: Arraste a

drea de trabalho ou os ..

[ Objectos livres a
J A=(-4,14)
J B =(-4,10
J «=60"

(] Objectos dependg o~ Y
Jax=-4

o =60
( )

. S

S™ <>
@ ( Entrada: & [4) [« 4] [ Comando ... B3]
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Simetrias de Reflexdo e de Rotagdo numa rosécea.
Ao observar a jante seguinte:

g Maédulo

c4.ggb

Verificamos que o padrdo dos orificios dos parafusos tem simetria de rotacdo para multiplos de 90°.
Toda a jante é invariante por rotacdo, a amplitude desta serd multipla de 90°, ou seja, 90°, 180°, 270° e
360°. Toda a jante pode ser obtida por rotacdo do mddulo mas ndo tem simetria de reflexdo. O padrdo
esta associado a uma rosdcea de ordem 4, Ca.

Neste outro padrdo serd do tipo Cs ou Cs?

Padrdo dos orificios dos parafusos tem simetria de
rotacdo para multiplos de 72°. (72=23x3?).

Observe-se que rodando uma imagem tfransparente
sobre o centro da jante de um &ngulo de 72° os
orificios para os parafusos da jante coincidem mas os
raios ndo.

Padrdo dos raios da jante tem simetria de auto-
reflexdo, ao longo de oito eixos. Tém ainda simetria
de rotacdo para multiplos de 45°.(45=32x5)

Ao rodar a imagem transparente de um angulo de
45° os raios coincidem mas ndo coincidem os
orificios.

Se toda a jante for invariante por rotacdo, a
amplitude desta serd multipla de 72° e 45°. Como o

A N ‘ minimo multiplo comum de 72° e 45° é 360°
l‘ ? @@ - ‘concluimos que a jante sé é invariante por rotacdes
‘\!/’

de 360°, ou seja pela identidade.

cl.ggb
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Quais as isometrias que levam um tridngulo isésceles gerar um triGngulo equilatero?

1. Construa um tringulo isdsceles.
1.1. Construa um lado do friGngulo e obtenha o outro lado de igual comprimento por
rotacdo do primeiro de 120°.

L 3
||
1.2. Construa, recorrendo & ferramenta de poligono ==, o triGngulo isdsceles.

N

Introduza na barra de entrada o comando a=angulo[120°].

Cligue com o botdo direito do rato sobre o dngulo definido na janela de dlgebra e
seleccione "“Exibir Objecto”.

4. Faca uma rotacdo do triingulo isdsceles e determine o &dngulo que permite gerar o
tridngulo equilatero?

w

Quais as isometrias que permitem um triGngulo escaleno, gerar um triGngulo
equilatero?

3. Recorra as ferramentas utilizadas anteriormente e gere um triéngulo equildtero, a
partir de um tridngulo escaleno.

No primeiro caso verificamos que :

a) um triangulo equildtero pode ser gerado como rosdcea de ordem trés onde a pétala é um
triangulo isésceles cujos lados congruentes definem no ponto comum um angulo de 120°

b) um triGngulo equilatero pode ser gerado por reflexdo em trés eixos concorrentes formando
angulos de 120°, dois a dois, de um triGngulo escaleno cujos angulos internos medem 30°,
60° e 90°.

Este trabalho pode ser generalizado a todos os poligonos irregulares.
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Materiais para trabalho manipulativo

Motivo

Reflexdo
horizontal

Reflexdo
vertical
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